


اिऻۻ׫׿ام اॊूݍݦ ذات ոֵۛמ١ ൄളا ا۰ॊूۥ
ցמ༓ټמ ڤပ࿮رڤܙس اڤஈஃ֔ܧ اूॆرث

اܳٺ෠ຬިݠي ఈః෠ຶء

ڲڪٌۘ
ଫଃاܳٺ؞ ّݱژ มฆܳا ل؇ݪ٭۰ ීෂا اይዧ؞۰ ًިݬڰ۳؇ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت আॻ༟ ۰਒ಱڎ੆اࠍ واܳٺگٷ٭۰ اܳأ޺޾ ݁ٷ۠ݞات ݆݁ ଫଃ܋ټ ّأٺ݄ڎ
وّگ؇وم ݁ٷٺޙ۰݄، ଫଃ༚ ྘ྲྀ٪؇ت ݆ᆙᆕ وّأ݄ܭ ۊޚ٭۰، ଫଃ༚ ༚؇ܳٴً؇ ّܝިن اܳިاڢؕ ሌᇿإ ا৙৑ڢݠب اৎ৊أ؇د৖৑ت أن ଫଃ༚ واෑෂ݁؇ن. اႤၽৎ৊ن ሒᇭ
Ⴄ၍رܳިس أᆇᅦ؇ل أዝང݄ب ܋٭ژ ً؇๤ཡܳا۰݁، إఈః༠ل دون ๤ཏ྘݁ة గఒ༟٭۰ ًܹ؞۰ ،ᄭᄟ؇گৎ৊ا ۱ڍه ૭૜ٺأݠض اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. اࠍ੆ܭ أݿ؇ܳ٭ص
اఈዳዧز۰݁ ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ ؜ਲ਼زت و܋٭ژ اࠍ੆ڎود، وޖިا۱ݠ اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ොູܹ٭ܭ لܭ ިොູ ሒᇭ ܋٭ྡྷ٭ؐ
ا৖৑ݿٺڎ৖৑ل ݁ފ؇فܭ ሌᇿإ ا༥ިৎ৊؇ت واཹྥލ؇ر اৎ৊ިافؕ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ݆݁ ஓ஄ٺڎ وොຳټ٭۰ ّޚٴ٭گ٭۰ آڣ؇ق ݆݁ ڣٺۜٺ۬ اᄳᄟي و݁؇ ݁ިٔިڢ۰، ۰༥ࡺ࢕ࢦڍ

ل؇ء. ଩ଃܳڰ؇ً اৎ৊گ٭ڎ اܳأగఒ޶ ሒᇿ৚৑ا واܳٺأ޺޾ ๴ཏاܳأܝ

ոֵۛמոت ൄളا ոຑرج ոֵۛמոت ൄളا ቌሕگ ոिऻذا ڲؠ׿ڲ١: 1
ޖ؇۱ݠة َݱژ ඔ൹᛻੆਼ .ඔ൹ٺۛݱݱৎ৊ا ଫଃܳ؞ ዻዧذ لޙ۳ݠ ৖৑ ؜ٷڎ݁؇ ปฆۋ ᆇᅦ٭گ۰، ًݱިرة ل؇ݪ٭؇ت ීෂا আॻ༟ ۰਒ಱڎ੆اࠍ واܳٺگٷ٭؇ت اܳأߺࠊم ّأٺ݄ڎ
.؇۳ܹ༟؇ّڰ ؜݆ ཯ྡྷٺھ اᄳᄟي و݁؇ واෑෂ݁؇ن، اႤၽৎ৊ن ሒᇭ اᆇᅀܳ٭؇ت ਐಾޚިر ܋٭ژ ොຬڎد ஓ஁ިذج ؜݆ ౫ౖరت ؇਍಻؆ڣ ّگٷ٭۰، أو ل۰ ۋ٭ި أو ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ
ا৖৑ཹྥލ؇ر، ܳިݬژ ๴ང؇ݿ৙৑ا ا৕৑ޗ؇ر ஓ஄ټܭ มฆܳا (PDEs)، ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ّگؕ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ۱ڍه ݆݁ ଫଃ܋ټ ڢܹص ሒᇭو

.[1] واܳٺڍࢻࣕب واܳٺިازن، ،ᄎცݠ੆واࠍ
ّگٷ٭؇ت ࢴࣖ؜ܾ اࠍ੆ݠارة اਐ಻گ؇ل :؇਍ಾ؇ۋ٭ ݆݁ ܋ټଫଃة ّڰ؇ݬ٭ܭ ሒᇭ ๤ཚ؇༡ أߜߵ۱؇ ڣ؆ن اৎ৊أ؇د৖৑ت، ୒ୖڍه اܳٺ۠ݠࢴࣖي اܳޚ؇ًؕ ورܾؗ
اܳޚଫଃان ୒ୖٷڎݿ۰ أݿ؇ݿً؇ ႟ၽ૰૜ اৎ৊ިافؕ وஓ஁؇ذج وا৖৑ّݱ؇৖৑ت، ل؇ت ๤ཡواܳٴ اܳݱਃಾި؇ت وراء ّگژ ا༥ިৎ৊؇ت و݁أ؇د৖৑ت واৎ৊ިاد، اܳأݞل
ّܝިن ปฆ݁ ොຬڎد ݬ؇رم ๴ཚ؇ل ر ًڰ۳ܾ ৖৑إ لܝٺ݄ܭ ৖৑ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ۱ڍه আॻ༟ اܳٺޚٴ٭گ٭۰ اܳأߺࠊم ا؜ٺ݄؇د أن ଫଃ༚ واৎ৊ٷ؇خ. اܳޚگݴ ۰༥ڍஓ஁و
اܳأڎدل۰ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ّܝިن ปฆ݁و اৎ৊أޚ٭؇ت)، ଫଃّ؞ ؜ٷڎ ݁ފٺگݠة ًݱިرة ଫଃ؞ਐಱو وۋ٭ڎ، ؇۳ܹ༡و ༡ܭ، ؇ୖ୒ (أي اܳިݪؕ ۋފٷ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

ይዧټگ۰. ᄭᄥً؇ڢ
ොູܹ٭ܹ٭۰ أޗݠ ਍ಸ؇ء ሒᇭ ؜گިد ఈః༠ل ᄩᄟ؇ᆇᅦأ أዝང݄ب ڣگڎ ොູިل. َگޚ۰ ًިݬڰ۳؇ ܋٭ྡྷ٭ؐ Ⴄ၍رܳިس ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ଫଊّز اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭ
وڢڎ اࠍ੆ڎود. ڢݠب اܳފߺࠊك وّأگ٭ڎ اਐ಻৖৑ޙ؇م، و༟ڎم واࠍ੅ލ۰َި اఈዳዧۊޚ٭۰، اܳިاڢأ٭۰: اࡺ࢕ࢦ؇ذج ଩ଃஓ୷ ؇݁ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ݆݁ ஓ஄ܝّ݆ ༥ڎࢴࣖة
و਍ಸ؇ء ᄭᄥ٪ݿ৙৑ا ޗݠح لگ۰ ޗݠ ൑ശ૰૜ܭ إ༟؇دة ሌᇿإ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ل۰ وَޙݠ اܳٺިاڣࠔࠫ اܳٺ༲ܹ٭ܭ أدوات ඔ൹ً ܋٭ྡྷ٭ؐ ༇ံد أدى

.[9 ,4 ,3] ೓ಱڎ੆اࠍ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ اܳگ٭؇ݿ٭۰ اܳأ݄ܭ'' ''༟ڎة ݆݁ ඹජءاً اܳ٭ިم أݬٴۜب أدوات ߙߵݿ٭ڹ ሌᇿᎂو ،ᄭᄟد৙৑ا
إذ اܳٺޚٴ٭گ٭۰: واܳأߺࠊم ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ଫଊ༟ أߜߵاً ஓ஄ٺڎ ዛዊ݁۠٭۰ ل۰ رؤ ّ؊ݿ྘ݴ ًܭ ،؇ዛዊًأ٭ ݁ފ؇فܭ ༡ܭ ڣگޔ ྘ܳݴ ا৕৑رث ۱ڍا ଩ଃஓ୷ ؇݁
اܳٺޚٴ٭گ؇ت ؇ዛዀߙߵا؜ أن ௧ਟྡྷٴ཯ มฆܳا اࠍ੆ڎود ༃وّިࡵ ݁ټ؇ܳ٭۰، ଫଃ༚ ޖݠوف ሒᇭ ይዧٷ݄؇ذج اৎ৊ٺިڢؕ اܳފߺࠊك ؜݆ ᆙᆕ؇َ؇ت ا৙৑ޗݠ ۱ڍه ஓ஄ٷں

واܳٺݱ݄ࡗࡲ. ይዧٺྡྷٴޝ أدوات ًިݬڰ۳؇ اৎ৊أ؇د৖৑ت اݿٺ༱ڎام ؜ٷڎ واܳأగఒ٭۰ ا୒ୖٷڎݿ٭۰
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.

۝֔ץ١؟ اո֔िऻدूेت ٢׾ه ॻయ׿و ոिऻذا
ۋگ٭گ٭ً؇: ؇ً࿌ڎොູ ۰਒ಱڎ੆اࠍ PDE ෠ູأܭ ۊݱ؇فݧ ఈఃٔث ۱ٷ؇ك

႟ၽ૰૖ ਍ಱأܝݴ ৖৑ اৎ৊ڎఈః༠ت ଫଃٔ؊ّ إن أي ۊޚ٭۰، ଫଃ༚ وا༥ިৎ৊؇ت واৎ৊ިافؕ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ ଫଃ܋ټ ا୹ቤቘػ܋מ١: (1)
اݪޚݠاب، ሌᇿإ ౫౜దިل ڢڎ ل؇ن රජو ،๮ཇఈఃਐಾ أو ਐಾأݞز ڢڎ ༥ި݁؇ت اܳٷޙ؇م: دا༠ܭ ّڰ؇ఈః༟ت ஓ஄ټܭ اఈዳዧۊޚ٭۰ ا௰௯௫ݠ༥؇ت. আॻ༟ ม฀ݿ؇਍ಾ
اܳٺگܹ٭ڎل۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑دوات ّأިد ৖৑و ܋ٴଫଃة، آٔ؇ر ሌᇿإ ݬ؞ଫଃة ّ؞٭ଫଃات ّޝدي ڢڎ ،۰٪྘اܳٴ ۱ڍه ሒᇭ َڰފ۬. ࠯࠵࠺ܭ ਊಾأً؇ ౫౜ళݠك ڢڎ و༡ڎود

.[2] Ⴄ၍ڣ٭۰
ّܝިن ڢڎ ڣ؇৙৑ݿޚں ܹ݁ފ؇ء. ݁أ؇ఈః݁ت أو ۰ᆇᅦ؇َ ༡ڎوداً ؇ًஓ୴دا ّڰଫଐض ৖৑ اܳިاڢأ٭۰ اࡺ࢕ࢦ؇ذج اబेूঁ܊ոم: وຐ׿م اݾশ۾ܙ١ֿ (2)
(َگ؇ط ّڰݠدات ّޙ۳ݠ وڢڎ ܹ݁ފ؇ء، اࠍ੆ߺࠊل ّܝިن ৖৑ ڢڎ ،ዻዧᄳᄟ ۰༶ཹྥ٭ ً؇ܳݯިݪ؇ء. ݁ލ۰ًި واܳٴ٭؇َ؇ت ،ྵฺ؇༶݁ٺ ଫଃ༚ واܳިݿޔ ۊލٷ۰،

.[5] ؇ً࿌ިرො੼ أਵਦاً وا৖৑ݿٺگݠار واܳڰݠادة اܳިۏިد ڣ۳ܾ لݱٴں ቕ቉ و݆݁ .(௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اܳިݬژ ؜ٷڎ۱؇ ๤ཏܝ਍ಱ ݁ٷ؇ޗݑ أو
اਐ಻گ؇ل أو اࠍ੊ڎار، ڢݠب ل؇ن اࠍ੊ݠ ݿߺࠊك ا༥ިৎ৊؇ت، اَأႤၽس :؇۱ଫଊ༟ أو اࠍ੆ڎود ڢݠب ౫౜ళڎد اܳޙިا۱ݠ ݆݁ ଫଃ܋ټ اݾষ׿ود: أݍݦ (3)
ا๤དྷܳوط ۰༚؇ݬ٭ و܋٭ڰ٭۰ اࠍ੆ڎود ؕ݁ اܳٺڰ؇༟ܭ ڣ۳ܾ ෠ຬص ًܭ ڣگޔ؛ ''اᄴᄟا༠ܭ'' ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ۳ܾ لܝࠕࠫ ৖৑ ᄳᄟا ݿޚں. ଫଊ༟ اࠍ੆ݠارة

.[6] ଫଃٺڰފይዧ ً ఈఃً؇وڢ ً ۋފٷ؇ اࡺ࢕ࢦިذج ෠ູأܭ มฆܳا اࠍ੆ڎل۰

اڤץ༓מ١ ٤ؔگ ᅽᅰإ اݾষڞ ۝מ֏١ ֍ڷ اڤץٍ֛ ڲڷ
ل۰ اܳٷޙݠ ا۳෠ູب ،۰਒ಱڎ੆اࠍ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ّأگ٭ڎ ؕ݁ ܳـܝ݆ ஓ஁ިذۏ٭۰. ৎ৊ފ؇فܭ ۰ොຬ๤ཛྷ ༡ߺࠊل ෠ຬ؆࿓؇د ਊಾਵਦޚً؇ PDE ༂຃ر؇ّ ݆݁ ଫଃ܋ٴ ඹජء Ⴄ၍ن
౫౜దڎد ܋٭ژ واܳڰݠادة؟ اܳިۏިد ّݯ݄݆ มฆܳا ا๤དྷܳوط أڢܭ ؇݁ ᆇᅦިً݁؇؟ اࠍ੆ܭ ๤ཡਐಱف ܋٭ژ اܳٴྡྷ٭ިي: اܳڰ۳ܾ ૭૜݄٭ٺ۬ ஓ୷ܝ݆ ؇݁ ሌᇿإ
ሒሃو ఈዳዧ؜ٺ݄؇د، ᄭᄥً؇ڢ اܳأగఒ٭۰ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ෠ຬأܭ اᄳᄟي ا৙৑ݿ؇س ሒሃ ᄭᄥ٪ݿ৙৑ا ۱ڍه ఈዳዧݪޚݠاً؇ت؟ اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰ َگ྘ݴ و܋٭ژ اਐ಻৖৑ޙ؇م؟

.[4 ,3] ۰ᆙᆊ؇༡ ًݱިرة ܋٭ྡྷ٭ؐ إዝང؇݁؇ت ؇ዛዀڣ ޖ۳ݠت มฆܳا اࠍ੅ܹڰ٭۰

2

ڢ٭۰݄ ྘ܳފب ྾ཏۏ دا༠ܭ اࠍ੆ݠارة ۰༥ڣڎر ݁أً؇. واෑෂ݁؇ن اႤၽৎ৊ن ሒᇭ ଫଃ؞ਐಾ ᆇᅒ٭؇ت َݱژ ؜ٷڎ݁؇ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ོྡྷލ؊
ً وز݁ٷ٭؇ ً ؇ਃ಻Ⴄၽ݁ ਐಾޚިر ༥ިᆇᅒ؇ت ๤དྷྥ਍ಱان واܳݯިء اܳݱިت ڣ؆ن وً؇ৎ৊ټܭ، .݆݁ෑෂا ؕ݁ ଫଃ؞ਐಱو ،྾ཏ੊اࠍ َگ؇ط আॻ༟ لؕ ّިز ًܭ وا༡ڎة؛
ڢ؇َިن أو اࠍ੆ݠارة اਐ಻گ؇ل ڢ؇َިن (݁ټܭ اܳޙ؇۱ݠة ુળොຬ ًگ؇َިن มฃ݁ෑෂوا ሒᇃႤၽৎ৊ا ଫଃاܳٺ؞ ݁أڎ৖৑ت رًޔ ଫଊ༟ اܳڰଲ୍ة ۱ڍه PDE ଫଐّۏܾ

.[1] اᄭᄥ൞ശܳ/اܳޚ؇ڢ۰) ۋڰޓ

അ೪ٌۢۢ׫िऻا જੴ֏ڤ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ٤ؔگ 2



ոॴబد اજઁؔاոۛت ്֙ส اబेूঁ܊ոم ١ֵ ֿ܊ۑ (ب)
ڢ٭۰݄ ذات ؇ਃ಻د اڣଫଐاݪ؇ت ොູب ّأ݄ܭ มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ ّݱٴں ᄳᄟا اࠍ੆ڎود. أو اৎ৊أޚ٭؇ت ሒᇭ ༟؇ܳ٭۰ َأ۰݁ި ؇ًஓ୴دا ஓ஄ٷں ৖৑ اܳٺޚٴ٭گ؇ت
۰٪྘اܳٴ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ ปฆۋ اݿٺఈః༱ݬ۬ ஓ୷ܝ݆ اৎ৊أگިل اਐ಻৖৑ޙ؇م أن إޖ۳؇ر ଫଊ༟ ا෠ູ৖৑؇ه ۱ڍا ߙߵݿ٭ڹ ሒᇭ ܋٭ྡྷ٭ؐ ܾዝངأ وڢڎ .۰ਃಮ؇اݿྥټٷ
إن إذ اܳأڎدل۰؛ ۰༥اࡺ࢕ࢦڍ ሒᇭ اܳټگ۰ আॻ༟ ๤ཇ؇݁ٴ أߜߵ ༇຀؇اܳٷٺ ୒ୖڍه دڢ٭گ۰. ොູܹ٭ܹ٭۰ ً؋ܳ٭؇ت ݪٴޚ۳؇ ஓ୷ܝ݆ اܳޙިا۱ݠ ݆݁ ܋ټଫଃاً وأن ۊލٷ۰،

.[4 ,6] ༇຀؇اܳٷٺ وۋފ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ިارز݁٭؇ت ّگ؇رب ଫଊّر ؇݁ ༚؇ܳٴً؇ وا৖৑ݿٺگݠار اਐ಻৖৑ޙ؇م ᆙᆕ؇َ؇ت

واڤ׫ءۑدات اݾষ׿ود ڤء٤گ ڲܙຒِّ׿ န྾܈ոر اڤ׫ܙاؔޅޜ اڤ׫ຣڪמڞ (ج)
اৎ৊ٷޙިر ۱ڍا ܋٭ྡྷ٭ؐ. ݁ڎرݿ۰ ᆙᆊ؇ت أߓߵز ݆݁ PDE ؕ݁ اৎ৊ٺأڎدة) واৎ৊گ؇྘཯ݴ اଫଐܳددات أدوات (༠؇ݬ۰ اܳٺިاڣࠔࠫ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ༇ံد لأُڎ
اܳٺڰݠدات ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ আॻ༟ و༟؇૭૏ڎ اৎ৊أ؇د৖৑ت دا༠ܭ ۊڰ٭۰ ॱख़भ لܝލژ ؇ᆙᆘ ෛ੼ٺܹڰ۰، ݁گ؇྘཯ݴ ሌᇿإ ّڰܝ٭۳᠌؇ ଫଊ༟ اܳޙިا۱ݠ ًڰ۳ܾ ૭૏݄ں

.[3 ,9] ೓ಱڎ੆اࠍ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ ݁أ٭؇راً اܳ٭ިم ا৙৑دوات ۱ڍه أݬٴۜب وڢڎ واࠍ੆ڎود.

واڤ֔ܫܯ اݾষמոة ࣷ࣬ຐ واॊूݍݦ اڤ׫܋ץמؠոت :ֆؓاڤܙا ᅽᅰإ ١ֵ اڤר܊ۑ ڲڷ 4
෠੼ݠد ৖৑ ݁ިٔިڢ۰ اܳأగఒ٭۰ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ۏأܭ ሒᇭ ؇ً࿌ۏ۱ިݠ دوراً ّޝدي ؇ዛዊܳـܝ اܳ٭ި݁٭۰، اࠍ੆٭؇ة ؜݆ ًأ٭ڎة PDE ሒᇭ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ༇຀؇ਐ಻ ਊಾڎو ڢڎ
واܳڰݠادة اܳިۏިد ᆙᆕ؇ن আॻ༟ ؇਍ಾًگڎر ౫౜దڎد ጵ጑݁ݯ وஓ஁ިذج ݁ڰ٭ڎ ஓ஁ިذج ඔ൹ً اܳڰݠق ا৖৑؇௵௯௫ت، ݆݁ ଫଃ܋ټ ڣࠕࠫ أਃ಻گ۰. ݁أ؇د৖৑ت

3

PDE ١ֵ ֿ܊ۑ ᆃᅞ જّੴ຋ ڲոذا ֵڪמ١: اڤ׫ٍܙ ցמ༓ټמ إո቎ີڲոت 3
݁ފ؇رات ఈఃٔث ߓߵاز إ وஓ୷ܝ݆ ا௯௫௵؇ل. أدوات ਍ಸ؇ء أ༟؇دت ොຳټ٭۰ ۊޚިط ሒᇭ ౯౜దފڎ ًܭ وا༡ڎة؛ ۰༶ཹྥ٭ ሒᇭ ܋٭ྡྷ٭ؐ أߜߵ ଩ଐ᛻ෛຬُل ৖৑

ل۰: ஼ணਵਦ

ا٤୦ୠଡ଼ܙل( ڲڷ പഓءاً اݾষ׿ ֵڎܙن ոר׿ڲ֍ اݾষۑة: اݾষ׿ود ڲۻոֲڞ أ)
۰ዛ዇ۏ أو اܳފ؇فܭ، ݿޚں (݁ټܭ ࠯࠵࠺ܭ ਊಾأً؇ و౫౜దݠك ౫౜దڎد ًܭ ،؇ًਐಸ؇ٔ ྘ܳݴ ඔ൹ّد؇݁ أو દઊޗިر ඔ൹ً اܳڰ؇ݬܭ اࠍ੆ڎ ا৙৑َޙ۰݄، ݆݁ ଫଃ܋ټ ሒᇭ
ᄭᄟ݁أ؇د ඔ൹ً ؕᆇ໶໢ ؇ዛኡ৙৑ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ݁ފ؇فܭ أݬأص ݆݁ ሒሃو اࠍ੆ݠة، اࠍ੆ڎود ݁ފ؇فܭ ۱ڍه ް݄૭૜ ޗިري). ොູިل ሒᇭ واۏ۰۳ أو ذوً؇ن،
๤ཇوط ොູب ل۰ ڢި وྲྀྡྷ٭۰ اਐ಻ޙ؇ً݁؇ ጥ጑ٺஓ஄ ڢڎ اܳިاۏ۳؇ت أن ا௯௫௵؇ل ۱ڍا ሒᇭ راࢱࣖة ༇຀؇ਐ಻ أޖ۳ݠت وڢڎ .ᄎც݁ٺۜݠ و۱ٷڎݿ۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰

.[8 ,7] ݁ފٺگݠة ଫଃ༚ ਊಾڎو ྘ྲྀ٪؇ت ሒᇭ ปฆۋ ཯ྡྷލ؊ أن ஓ୷ܝ݆ ''اܳٷޙ؇م'' وأن ،واڢأ٭۰



اࠍ੆ڎود. وڣ۳ܾ وا৖৑ݿٺگݠار

ֆֲܙاिऻا ပ࿮ॴబပ࿮ڲמ
اৎ৊ٷ؇خ. ۰༥ڍஓ஁و ل۰ اܳٴۜݠ اܳٺ٭؇رات ሌᇿإ اܳޚ؇߉ߵات ّݱ݄ࡗࡲ ݆݁ ஓ஄ٺڎ ޖިا۱ݠ ܋ިݴ) َ؇ڣ٭۬--ݿٺ أዝཇݠ۱؇ (و݆݁ اৎ৊ިافؕ ݁أ؇د৖৑ت ّݱژ
ࣁࣖ؜ܾ اࠍ੆ڎود ڢݠب واܳٺ༲ܹ٭ܭ اਐ಻৖৑ޙ؇م ༇຀؇ਐ಻ إن اਐ಻৖৑ޙ؇م. و༟ڎم ً؇ࠍ੆ڎود ੯੩أਐಾ ݬأިً؇ت ؇ዛዀڣ وّޙ۳ݠ ۊޚ٭۰، ଫଃ༚ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه

.[2 ,10] اৎ৊ިافؕ Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد ሒᇭ ۰਒ಱڎ੆اࠍ اܳأڎدل۰ اႤ၍؇௱௯௫ة ؇ዛዀܹ༟ ّگިم มฆܳا ا৙৑ݿݴ

اո۳ॆूرات وֿؠڞ اिऻܙոຖت ا༖໪۾ոر
ޗٴگ؇ت ݁ټ؇ܳ٭۰: ଫଃ༚ أوݿ؇ط ሒᇭ ا༥ިৎ৊؇ت اཹྥލ؇ر ڣ۳ܾ আॻ༟ ؇਍ಾًگڎر ۰༥اࡺ࢕ࢦڍ ۏިدة ౫౜ళڎد ل؇ت، ๤ཡواܳٴ واܳݱਃಾި؇ت ا৖৑ّݱ؇৖৑ت ሒᇭ
وا৖৑َܝފ؇ر ا৖৑َأႤၽس ܳٺ༲ܹ٭ܭ ل۰ ๤ཚور اࠍ੆ڎود ؕ݁ اܳٺڰ؇༟ܭ وڣ۳ܾ اࠍ੆ڎل۰ اܳگࡗࡲ ݁ފ؇فܭ أدوات ۊލٷ۰. و༡ڎود ؜ިافݑ، ෛ੼ٺܹڰ۰،

.[3 ,11] ๴ངୖٷڎ୒ا اܳٺݱ݄ࡗࡲ ሒᇭ ݁ٴ؇๤ཇة ّޝߜߵ ޖިا۱ݠ ሒሃو واܳٺ݄ۛ٭ڎ،

اڤ֔ڎۻמ١ واिऻۻոֲڞ ඒ൱اڤ܋ اڤ׫ۢܙܽݦ
اৎ৊ފ؇فܭ ۱ڍه اࠍ੆ڎود. আॻ༟ ڢ٭؇ݿ؇ت ݆݁ دا༠ܹ٭۰ ྲྀྡྷ٭۰ اݿྥٷٺ؇ج اܳأܝފ٭۰: اৎ৊ފ؇فܭ আॻ༟ ม฀اܳޚ اܳٺݱިߌߵ ሒᇭ ༟ڎࢴࣖة ّگٷ٭؇ت ّأٺ݄ڎ
اᄳᄟي ঌॻܹ٭༲اܳٺ ا৕৑ޗ؇ر ڣ؆ن ،ዻዧᄳᄟ ݁ٷ؇ݿٴ۰. ل؇ݪ٭۰ ر ᆙᆕ؇َ؇ت ೑ಸ؇༚ إذا ݁ފٺگݠة ଫଃ༚ ّܝިن وڢڎ اܳݯިݪ؇ء، ّݯܾۛ ڢڎ ؇ዛኡ৙৑ ۋފ؇ݿ۰

.[12] ਒ಸگ۰ ۬༥؇اݿྥٷٺ ஓ୷ܝ݆ ؇݁ ༡ڎود ܳڰ۳ܾ ا৙৑ݿ؇س ࿭੗ݠ ި۱ واਐ಻৖৑ޙ؇م وا৖৑ݿٺگݠار اܳڰݠادة আॻ༟ ஼ߵணߌ

١ֵ اڤ܋ܙر واڤ׫ٍܙूेت اिऻܙاد ຐݫݻم
݁ފ؇فܭ ڢܹص ሒᇭ لگؕ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ۱ڍه ݆݁ ଫଃ܋ټ ނگިق. ႟ၽ૰૜و ل۰ ޗިر واਐ಻گ؇৖৑ت ᄎც݁ٺۜݠ واۏ۳؇ت ّޙ۳ݠ ا৙৑ޗިار، ݁ٺأڎدة اৎ৊ިاد ሒᇭ
اܳٺڰݠدات ႟ၽ૰૜ آܳ٭؇ت ّݱژ أو اܳިاۏ۰۳ اਐ಻ޙ؇م ّݯ݄݆ มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ إن اৎ৊ޚߺࠊب. ݆݁ ඹජءاً اܳިاۏ۰۳ ّܝިن ۋ٭ت اࠍ੆ݠة، اࠍ੆ڎود

.[13 ,7] ݁ފዛውڎڣ۰ ۊݱ؇فݧ ذات ݁ިاد ّݱ݄ࡗࡲ وࣁࣖ؜ܾ اܳٺྡྷٴޝ، আॻ༟ ڢڎرة ଫ଒أ܋ ஓ஁؇ذج ਍ಸ؇ء আॻ༟ ༟؇૭૜ڎ

اڤஈஃ֔ܧ واूॆرث اिऻ׿ى ֵڞ ܈ܙ اॊूݍݦ 5
ଫଐ݁اًޚ۰: ᆙᆊ؇ت ఈః਒ಸث ܳـܝ٭ྡྷ٭ؐ اܳأగఒ޶ ا৕৑رث ڢ٭؇س ஓ୷ܝ݆

݆݁ واݿأ۰ ڣ٪؇ت ሒᇭ ᄎცଫଐ݁ލ ॱख़भ ܋ލژ ሌᇿإ ௡ਤݿ ݁ٷڰݠدة، ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ࢻࣖل ቞ቘ׫֔ڵ߈ߣ: ႞႖ּոؓ أ܈ۑ ᅽᅰإ ႞႖۰כॊूا ֵڞ ส്ܙ (1)
.[3] ݁ٺأڎدة ৖৑؇෠੼ت ඔ൹ً ይዧٷگܭ ᄭᄥً؇ڢ ا৙৑دوات ۏأܭ ؇ᆙᆘ اৎ৊أ؇د৖৑ت،

ᄭᄥݬ ߌ߳ࢴࣖ ؇݁ و۱ި ݁ټ؇ܳ٭۰، ଫଃ༚ و༡ڎود ۊލ۰َި ොູب واڢأ٭۰، ྘ྲྀ٪؇ت ሒᇭ ّأ݄ܭ ༇຀؇ਐ಻ ؜݆ اܳٴۜت أي :١ֿո׫िऻا ١ؔոׅؠ ݊ݦ۰מت (2)
.[6 ,4] ً؇ܳٺޚٴ٭ݑ ل۰ اܳٷޙݠ

ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳٴྡྷ٭۰ ݆݁ ඹජءاً أڣႤၽره أݬٴۜب ොຳټ٭۰، ݁ڎرݿ۰ દઊިوّܝ وا๤ཇ৕৑اف اܳأగఒ޶ اܳٺأ؇ون ଫଊ༟ ᄊᄉ׫׿: જੴׅջׂو ١ֵ ાણؔ ؓמոدة (3)
ڢٴܭ. ݆݁ ۰༡݁ޚݠو ّܝ݆ ቕረ ݁ފ؇رات ሒᇭ و૭ُ૜ٺ༱ڎم ਐಾިݿؕ ොຳ٭ت ،೓ಱڎ੆اࠍ ይዧٺ༲ܹ٭ܭ

ցמ༓ټמ أပ࿮ؔر ոቌሻّڎ଄૵ ڲۻ׫ؠץڪמ١ ڲۻոرات 6
اଫଃ༠৙৑ة، اܳފٷިات ሒᇭو ༥ڎࢴࣖة. ݁ފ؇رات ݆݁ ۬༲ّڰٺ ؇݁ ሌᇿإ ஓ஄ٺڎ ًܭ ،۰ஓ୴؇اܳگ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ؜ٷڎ ّگژ ৖৑ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ڢ٭۰݄

اܳأగఒ޶''. ሒᇿ৚৑ا ًـ''اܳٺأ޺޾ ؇ً࿖؇أۋ٭ لأُݠف ؇݁ ݆ᆙᆕ ሒᇼ؇ݬޚٷ৖৑ا واႤ၍ᄳᄟء اܳٴ٭؇َ؇ت ؕ݁ ๴ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ڣ٭۬ ਐಱگ؇ޗؕ ا෠ູ؇ه ߓߵز
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اڤஈஃ֔ܧ ᆃᅰोूا واڤ׫֔ܫܯ (PINNs) ոֵء ચੴڤءոּ اिऻؠמ׿ اڤ׫֔ܫܯ
ا৙৑ݿ؇ܳ٭ص ۱ڍه أن ଫଃ༚ اܳٺأ޺޾. ۊިارز݁٭؇ت دا༠ܭ PDE ڢ٭ިد ༇ံد আॻ༟ ً ৖৑؇݁ټ (PINNs) ل؇ء ଩ଃܳڰ؇ً اৎ৊گ٭ڎة اܳأݱྟ٭۰ اܳލٴႤၽت ّأُڎ
.ዻዧذ ሒᇭ ّڰލܭ أو اܳٺأ޺޾ ّݯٴޔ أن ይዧگ٭ިد ஓ୷ܝ݆ ปฆ݁و اࠍ੆ߺࠊل، وۋފ؇ݿ٭۰ اܳިݪؕ ۋފ݆ ๤ཇوط َڰ۳ܾ ؇݁ ًگڎر ৖৑إ ݁ިٔިڢ۰ ّܝިن ৖৑

.[15 ,14] اܳݱ؇رم ঌॻܹ٭༲اܳٺ ا৙৑ݿ؇س ሌᇿإ ۰ஓ୴اᄴᄟا ۰༥؇੆اࠍ ّޙ۳ݠ ۱ٷ؇ ݆݁

واڤܙاـո٤ت اिऻרոخ، اिऻؠ༉໠ոۥ، ڲ׫֔׿دة اॊूֿ܊ڵ١
و༡ڎود وޗٴگ؇ت واۏ۳؇ت ّޙ۳ݠ პაႰ وًޚ٭۰٪. لأ۰ ๤ང وৎ৊؇༟٭۰، ො੼ܹ٭۰ ݁ٺأڎدة: ݁گ؇྘཯ݴ ਐಾڎا༠ܭ واࠍ੊٭ިܳިۏ٭؇، اৎ৊ٷ؇خ ۰༥ڍஓ஁ ሒᇭ
ොູب ݁ފٺگݠاً ਊಱࠔࠥ اᄳᄟي ؇݁ ොູڎد أدوات ሌᇿإ ොຶٺ؇ج ًܭ و༡ڎه؛ اࠍ੆ފ؇ب لܝࠕࠫ ৖৑ اࡺ࢕ࢦ؇ذج، ۱ڍه ݁ټܭ ሒᇭ ݁أگڎة. ॱख़भ ذات

.[16] గጻዧފٺگٴܭ ܋ٴଫଃة ڢ٭۰݄ ذا لޙܭ واܳިاۏ۳؇ت واࠍ੆ڎود اৎ৊ٺ؇۰َ আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا إن واৎ৊أޚ٭؇ت. اৎ৊گ؇྘཯ݴ ّ؞ଫଃات

١଄૵ոশاݾ 7
اৎ৊أ؇د৖৑ت ොູܹ٭ܭ ൑ശ૰૜ܭ إ༟؇دة ሒᇭ ᄩᄟ؇ᆇᅦأ أዝང݄ب ڣگڎ اৎ৊ڎى. لܭ ޗި وّ؊ଫଃٔاً ዛዊ݁۠٭ً؇ وᆇᅦگً؇ గఒ༟٭۰ ᄭᄟ؇أݬ ܋٭ྡྷ٭ؐ Ⴄ၍رܳިس إرث ෠ຬފڎ
ޗٴ٭أ٭۰ ᆙᆊ؇ت ًިݬڰ۳؇ واఈዳዧۊޚ٭۰ اৎ৊أگڎة واࠍ੆ڎود اܳިاڢؕ ۊލ۰َި ؕ݁ ً؇ܳٺأ؇݁ܭ ૭૜݄ں أدوات ورෛ஖ب اࠍ੅ޚ٭۰، ଫଃ༚ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

ዛُኤ݄ܭَ. اݿྥټٷ؇ءات ৖৑ ይዧٷ݄؇ذج،

5

PDE و༓໧מ١ اڤץמոֿոت ֆჸ๧๓ ൑യמר١ ո଄૲ذج

.

૭ُ૜ٺ༱ڎم ྘ྲྀٷ݄؇ ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ݆݁ ݁أگڎة أඹජاء ஓ஄ټ٭ܭ أو ᄭᄟި۳෠੼ ݁أ؇ఈః݁ت ܳٺگڎߌߵ اܳٴ٭؇َ؇ت ૭ُ૜ٺ༱ڎم ،۰਒ಱڎ੆اࠍ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ݆݁ ଫଃ܋ټ ሒᇭ
আॻ༟ أي واਐ಻৖৑ޙ؇م، وا৖৑ݿٺگݠار اܳިݪؕ ۋފ݆ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ আॻ༟ ਐಱިڢژ ا୒ୖ۠٭ٷ۰ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ۱ڍه ෠ຶ؇ح اܳٴྡྷ٭ިي. ا૭૜৖৑؇ق ܳݯ݄؇ن PDE

ይዧټگ۰ ً ఈఃً؇ڢ واৎ৊أ؇د৖৑ت اܳٴ٭؇َ؇ت ඔ൹ً ༇ံᄴᄟا ෠ູأܭ มฆܳا ا৙৑ݿݴ



۰༥؇੆اࠍ ازدادت واܳٴ٭؇َ؇ت، واࠍ੆ިݿٴ۰ ۰༥اࡺ࢕ࢦڍ আॻ༟ اܳأߺࠊم ا؜ٺ݄؇د ؕ૭૜ا ؇గၵၽڣ ًިݪިح: اܳ٭ިم আॻ౯౜ళ ا৕৑رث ۱ڍا أᆇᆅ٭۰ أن პაႰ
ڣ؆ن اৎ৊ٷޙިر، ۱ڍا و݆݁ .؇ዛᔻڎا༱اݿٺ ༡ڎود و݁؇ ،؇ዛው྘ۋފ؇ݿ ّگُ؇س و܋٭ژ ይዧټگ۰، ᄭᄥً؇ڢ ༇຀؇اܳٷٺ ّܝިن ปฆ݁ ොູڎد ل؇ݪ٭۰ ر أݿݴ ሌᇿإ
اႤၽّ৖৑ء ஓ୷ܝ݆ ًݱިرة واܳٺگٷ٭۰ اܳأߺࠊم ّگڎم ّأݞز ݁أݠڣ٭۰ ڢ؇༟ڎة ஓ஄ټܭ ًܭ ੆਼ފص، اܳٴۜٺ۰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ሒᇭ إ෠ຶ؇زاً ஓ஄ټܭ ৖৑ ܋٭ྡྷ٭ؐ أᆇᅦ؇ل
༡ڎود ّިݿؕ มฆܳا اዝང৕৑؇݁؇ت ቕሹ୍ଲّ ሒᇭ ڣ٭ݱܭ ጥ጑ৎ৊ا ༥؇߉߳ة ᄭᄟ؇رݿ ؕ݁ ؇ً݁؇ّ ؇ً݁؇༶૭૙ا اܳأగఒ޶ أߜߵه ཯ྡྷފܾ۠ ا৙৑ݿٴ؇ب، و୒ୖڍه .؇ዛዀܹ༟.
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